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'Zusamménfassung

Dechnischer Bericht Nr. 8

‘Die Reduktion der Leitwertmatrix auf weniger Klemmenpasre

Die- Vlerpolmatrlzen kompllzlerter ‘Schaltungen’ berechnet man‘
zweckmissigerweise so, dass man zundchst nach der im Techn.

.Bericht Nr. 6 abgeleiteten Regel die Mehrpol-Leitwertmatrix
der Schaltung hinschreibt und dann die Zahl: der Klemmenpaare

auf gzwei reduziert. Fir diese Reduktiom der Zahl der Klemmen-—

. paare wird hier ein allgemeines Verfahren abgeleitet und an
~ Beispielen erlidutert. Es erfordert lediglich die Berechnung

gewisser Unterdeterminanten der Mehrpol-ILeitwertmatrix und ge~

stattet daher den Gebrauch von Rechenautomaten. Das Verfahren, 3,

ermdglicht auch noch die Behandlung der Falle, in denen dle
Stern—Vlelecks—Umwandlung versagt : ‘
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~ Die Réduktion‘dér:Leitwértmatrixaauf'weniger Klemmenpaare

'Um dle Vlerpolelgenschaften einer kompllzlerten Schaltung, ‘wie
Z.B, eines Filters oder eines Verstérkers zu: berechnen, geht

man zweckm3881gerwelse so vor, dass man zunachst die Schaltung
als Mehrpol auffasst, dessen sémtliche Knoten von aussen zu-

- génglich sind. Fur einen solchen Mehrpol lasst 31ch nach elner‘
'{7e1nfaohen Regel, die im Technlschen Berlcht Nr. 6 abgeleltet

' wurde, die ILeitwertmatrix aufsohrelben. Tatsachllch sind aber.

C'_gewohnllch nicht samtliche Knoten - zugangllch, wenn man . z.B.

fdle Schaltung als Vierpol. betrachten W111, 1st nur ein Ein-
"gangsklemmenpaar und ein Ausgangsklemmenpaar als von aussen zu~
'gangllch anzusehen. ‘

Verringert man bei einer gegebenen Schaltuﬁg‘die Anzahl der zu-
,gangllchen Klemmenpaare, s0 erh&lt man elnen neuen Mehrpol,_
 dessen Elgenschaften sich aus den Elgenschaften (1nsbesondere A

: der Leltwertmatrlx) des ursprungllchen errechnen lassen.

Man hat dazu ledlgllch gew1sse Unterﬁetermlnanten,der Mehrppi-
 Leitwertmatrix zu berechnen. Das. Vérfahren hat also den ge-

”3r1ngstmog110hen Rechenaufwand und ist bei kompllzlerten Schaltun-

;gen fur den Gebrauch von Rechenautomaten geelgnet. :

gib

' 'Bereéhnﬁhg‘der'Widerstands— und.Leitwertmétrix des ‘reduzierten .
el | Mehrpols ¥

: “Der ursprungllche Mehrpol moge (m+n) Klemmenpaare haben, der
neue Mehrpol unterschelde 51ch nur insofern davon, dass die

n Klemmenpaare unzugangllch sind, so dass er also noch m
zugangllche Klemmenpaare hat. ik . Wir konnen hler die Theorle

der: Mehrpole mlt zwel Klemmenpaargruppen anwenden, wie sie im
Techn., Berlcht 2, Selte 7 £ff. entwickelt wurde, nur haben wir <
'dlese beiden Gruppen Jetzt nicht wie dort als Elngangsklemmen— |
fpaare und Ausgangsklemmenpaare anzusehen, sondern als zugang—'
‘llche und - unzugangllche Klemmenpaare. F g

~An den n unzugangllchen Klemmenpaaren sind dle Strome glelch
~Null, es ist-also die Spaltenmatrix 12 = 0, widhrend dler'

'v1)In dem am meisten 1nter9331erenden Fall der Reduktlon auf
elnen Vlerpol 1st m= 2« 1 % :



ASpannungen an 1hnen vorhanden 31nd (Uy % 0) Der urspringliche -

-+ Mehrpol sei durch seine Widerstandsmatrix w. gegeben, dann ist
“nach Techn. Bericht Nr. 2, S 8y Gl (4) mlt einer Auftellung
“von W in 4 Tellmatrlzen° : ; »

L U1> (WH W12> <I1) ) W11 I1 SR

] : \V2 o1 Wag) \O W21 I1 3
Aus der ersten Glelchung von (1) folgt dass dle Widerstands—‘
matrix des neuen Mehrpols ' ‘ ' |

o FWewy, o (2)
also glelch einer Tellmatrlx des ursprungllchen 1st, wahrend
die zweite Glelchung die Spannungen U, an den unzugangllchen
Klemmenpaaren anglbt, also hler nlcht 1nteress1ert.

" Piir die Leitwertmatrix des neuen Mehrpols erhdlt man daher'.
Y- W111 Sk P :}"}(3?‘

© Ist die Leitwertmatrix Y des ursprunglichen Mehrpols durch ihre
4 Tellmatrlzen gegeben, dann erglbt sich nach Techn. Bericht

- Nr. 2, S. 11, G1l. (4a) und (3) die. neue Leltwertmatrlx als
Funktlon der Teilmatrizen des alten Mehrpols.‘

e, Ly L | '
4'if=3{11 Y12 Y22Y21 T __(4)

Y.kann aber auch durch seine (m + n) Elemente'gegeben‘séin:‘
Y11 e Y1, (i) R
e TR N R &) )

Y(m;n),i.(.y(m;n),(m;n)<

Man erhalt dann W = W11 als Tellmatrlx von W Yfi‘naéh der
Regel zur Blldung einer rez1proken Matrlx: ‘ '
; m+1 ‘ :
+det1 1Y _detz—]Y .o o e (—1 ) . detm1 Y N .
I LA - (6)
| I : ; lf ' | o
('—1) det Y o}-:e +detmmY '

it



b, B

'Darln bedeutet ZeBy det21Y dle Unterdetermlnante, d1e aus- Y durch
Streichen. der 2. Zeile und-der 1. Spalte entsteht Diese belden
:Formeln (4) und’ (6) bllden die Grundlage: Fiir die Reduktlon der
'Zahl der Klemmenpaare eines Mehrpols- 4 SO F R AL

1. Belsplel Dobpel T- Schaltung

Als AnWendungsbelsplel der Beseltigung von 2 unzugangllchen  i
~Knoten nach Formel (4) behandeln wir- die; sog Doppel—TnSchaltung
nach Abb. 1. Die Sohaltung hat Fllterelgenschaften, denn . sie
_ sperrt bei der Frequenz w_ = 1/RC, und sie wird deshalb als

2)

0

Abb 1 Doppel =L Schaltung

-Gegenkopplungsnetzwerk fur RC- Generatoren und Resonanzverstarker
fverwendet ‘ s

er lesen nach der Strukturregel des Techn..Berlchtes Nr. 4 aus
dexr Schaltung d1e Leitwertmatrix des erdunsymmetrlschen Mehr-‘

 po1s 1234/0 ab (p = jw):

/3/R+pc- 0, -1/R
0 ‘1/R+pc"7:-;1/R

- . - b . - - - —

] JR R, "72/R+2pc

-pC t‘PC,\ 0

J Als Leltwertmatrlx des Vlerpols 12/0 erhalten wir daraus nanh '

'(4)=

2) Ein anderer Weg 2ur Behandlung dleser Schaltung ware, sie . .
als Parallelschaltung von zwel T=- Schaltungen aufzufassen.‘

3) Vgl. z.B. Handbuch fiir Hochfrequenz- und Elektrotechnlker, P
Bd.. IIT, S. 264. | _ A LEE

7
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. [1/RénC 0\ /-1/R =pG 2/R+2pc 0 1/R -1/R\

% ( "] 1/R+pc) ( ‘l/R —pC)( 2/R+2p() < -pC f?c ) '

und nach Ausrechnung. ¥ g AR g A o
» : 1 /R%4+0%C +4pC/R | (1/32+p20 3¢

2(1/3+PQ? i“(1/R2+p c ) 1/8240? c: +4PC/R

B Beispiel:'Sfefﬂ?Vielecks—UmWandlung:

Nach dem obeh'geschildeften Verfahren kann man die Zahl der
' Klemmenpaare in einem Schritt um n verrlngern. Wir haben eben
fiir .die DOppel-T-Schaltung den Fall n = 2 behandelt Besonders
W1cht1g ist aber der Fall n = 1, den wir jetzt erortern wollen.

Wir nehmen an, dass von dem zu beseltlgenden Knoten nur Zwelpole
ausgehen, so dass ein Stern entsteht wie es flr 4 Zwelpole Abb.
2 zelgt ' ' ' ' e '

24

L

Abb 2 Vlerstrahllger Stern und aqulvalentes vollstandlges
Vlereck

- Darin séilen die Vefbindungsllnlen zwischen zwei Klemm@h Ledts /-

werte darstellen, so dass der Stern 4 Leitwerte enthalt das.

yvollstandlge4) Vlereck dagegen 6 Leitwerte, daflir aber eine

- Klemme wenlger."

‘Der Stern hat 4 Klemmenpaare, das Vlereck 5 Klemmenpaare, von

4) -Ein "vollstandlges n—Eck"‘soll bedeuten’ ein n—Eck mlt _
samtllohen Diagonalen. . : 5
. ~"B o
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-“denen Jeweils samtllche negatlven Klemmen 1n der Erdklemme 4
zusammenllegen.’ & ' ' \

Wir erhalten fur den stern nach der Regel des Techn. Berlchtesj
-Nr. 4 mlt der Abkurzung

). = G10+G20+G30+G40 Sl G R

folgende Leltwertmatrlx.

(@)

d1e entsprechend der Tatsache, dass die Klemme O zum Verschw1n—7
den gebracht werden soll, untertellt 1st. |

Nach (4) ist dann d1e Leltwertmatrlx des neuen Mehrpolsz -

(G190 O O}  [=C4p)
Y=140 ¢@.. ol-|-¢ ot fuifp A e L e Y
SR b U 0| ¥ 1047220, 50 | |
0 .OG3OV_-G3O-’ | ‘ .(49) .'
Gq0-G o/Z | "G10G20/‘" "G10G30/X
o ‘GzoGw/A— Goo™ Gzo/ I “GzoGBo/ I

~G30 10/Z GmGzo/Z G50~ 30/2_

Elne solche Matrix ldsst sich in der Tat durch ein vollstandiges
»Vlereck reallsleren mit den elnzelnen Leltwerten.
, IR AR AR : :

G ol B0 g e UL, e T (10)

ik ~ Z: : ; ; .
Es 1ésst'siéh‘1eiChf einsehen,jdass man so im allgemeinén Fall -
des z-étrahligen Stern das bekannte Ergebnis der Stern-Viel-:
_ecks»Umwandlung erhalt Besonders haufig erd der Fall _
z =3, also d1e Umwandlung eines- drelstrahllgen Sterns 1n ein
Dreleck benutzt, : 2, s T :
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‘3. Belsplel. Der Determlnantensatz fur Tellmatrlzen . w el

pir )/‘ ' i

) __':‘,

Als Anwendungsbelsplel filr die. Formel (6) lelten w1r zunachst
elnen allgemelnen Satz uber dle Determlnanten der Tellmatrlzen
~von W und Y ab. ' -

Wir betrachtenAzu‘dieSémzZWeck‘einejMatrix

O s Wk by e R 0w dad L
w= {12 R T e e )
KO B o e A ;

d1e also die beiden Teilmatrizen W11 und W12 der Wlderstands—
vmatrlx sowie dle Elnheltsmatrlx E und d1e Nullmatrlx enthalt.
Es 1st : 1

det M =7det;W11,‘ |y iy . (12)_

Weiter bilden wir das Produkt:

W - (W11 W12)(Y11 Y12>= (W1'1Y11'+W12Y21. LR ST AP VA
& B vTgy o ey L v e gt

© Das lésst sich'vereinfachen, da WY = E bzw,'
W19 Wag\ /Y99 Y2\ < (E .0

Wor- Waay X Toq Ygujo O B
ist. Man erh#lt also:

My

‘ Nimmt man auch .von dleser Matrlzenglelchung die Determlnante,‘
so erhalt man:
2

 det, b () = ae{c 'M” det Y = det Yyoo . (13)

Zusammen mlt (12) erglbt 81ch also

i

det W11 det Y = det Y22."  1 . \  - “(14)v

Ao
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Fir: den Sonderfall des Viergols (m = 2) erhilt man hieraus eine .
berelts bekannte Be21ehung5
relhlge Matrlx, d1e man aus (6) entnehmen kann.:»

In dlesem Fall ist W11 elne zwe1~

e uﬁ‘ det Y -qen21yv‘

L D Bt 5 54 R A R
\detipY  detp,Y
'Also 1st |

det W11 —-(det 1Y det22Y - det 1Y det 2Y)/ det X

Andererselts entsteht Y22 aus. Y. durch Strelchen der 1, und: 2.
Zeile. sow1e der 1. und 2 Spalte, so dass man auch schrelben
kanns ’

‘aet Y22.- det12 12Y ‘
und ‘man erhdlt die Beziehung

det11Y detzzY - det12Y det21Y = det12 12Y det T (}5)

Dleser W1cht1ge Satz gllt nicht nur fur Leltwertmatrlzen sondern
offenbar fiir - Jede belleblge quadratlsche Matrix Y.;A ' ' :

Bei der Anwendung von (14) auf einen Zwe1pol (d h., 1) erd
aus: det W11 das Element w11, das den Leerlauf - Sche1nw1der—
stand am Klemmenpaar 1 darstellt und man erhalt dle bekannte‘

¥

Bez1ehung~ | | . | |

| Vlerpole mlt unzugangllchen Knoten -

a) Vlerpol-Wlderstandsmatrlx und Vlerpol—Leltwertmatrlx

er wenden uns nun dem praktlsch w1cht1gsten Fall, der Reduk—yhb
-"tion eines Mehrpols auf ‘einen Vlerpol zu, d. ho w1r beﬁrachten‘
*nun Mehrpole mlt mehr als zwel Klemmenpaaren, dle .an zweien
ihrer Klemmenpaare elnem Vierpol aqulvalent 81nd ‘Die iibrigen
Klemmen sind als unzugangllche Knoten anzusehen.,Dle Wlder—
”‘standsmatrlx dleses Vierpols als Funktlon der Elemente der '
Leltwertmatrlx des Mehrpols erhalten_w1r -aus (6) fur m =2 3

‘ ‘B)Vgl. ZaBe W.~CAUER, Dle Theorle der linearen Wechsel— , =,
stromschaltungen, 2. Aufl. S. 568 Gl. (19) -8 -



5 ! det, .Y et Y\ |
daraus die Leitweftmatrix des Vierpols:
s gy, o LT det X | | (det22Y deth
det Y(det11Y detzzY-det21Y det12Y) det12Y detij

1 r
‘ i

und mit Beruck31cht1gung des Determlnantensatzes (15)
- | det, ¥ = det,, Y\ -
T = - t1 . § 22" 21 . . (18)
e s 8 T B e
12,12 | det12¥ | det11Y s

p) Vierpol—Kettenmatrix

7’D1e Kettenmatrlx des .Vierpols: bel symmetrlschen Vorzelchen er-

halten wir z.B. aus den Elementen der Vlerpol ~Leitwertmatrix mlt

Hilfe der Glelchungen (9a) und (9b) des Techn. Berlchtes Nr.~2,
14t |

v S N N o> 1
W‘dethY : det12Y det21Y-det11Y detzzY )
. det,,Y
det Y he
12 12 .

und . mlt Berucks1cht1gung des Determlnantensatzes (15)
~ 4 - det, Y det,, .Y
WC2T \- det ¥ det22Y - S

Wir bllden noch dle Determlnante von A, die sog Kettendeterml—
nante: o

~

det A =

—det11Yvdet22Y + deﬁ12;12¥;det ¥
: 2

dethY

und mit (1S)i
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"R : det21Y LN X '
det A = = =" .. . (20)
g det12Y s

Falls die Leltwertmatrlx Y symmetrlsch 1st, 1st det 1Y =, .,
det12Y und es wird det A = -1, Es 1st dles der Fall der sog.>
| Uebertragungssymmetr1e6 : ¢ :

c) V1erpol—Relhenparallelmatrlx und Vlerpol—Parallelrelhen~
matrix

Aus (18) und Tabelle 3 des Techn. Berichtes Nr, 2 erhalten wir
die Vierpol-Reihenparallelmatrix:

det

g - 1 12,12Y ".“det21Y
4] detq, 12Y |
und mit (15)
— det., .. ¥  ~=det,.Y\ ENRA N
T - 12,12 * 721 ' ey
det, Y det, Y ' *det:Y & ' :

Dle Vlerpol Parallelrelhenmatrlx erglbt 31ch als dle Re21proke,

von H.
R det Y det,,¥. \
P:H"]:-—_‘L—- i e 9 : 21 BT R (22)
: det., .Y : T : s .
Beispiele.

1e Abzweigschaltungf

| Eﬁr die Abzweigschaltung Abb.'B‘érhalten wir dié,Leitwert-'*"f“
matrix nach der Regel des Techn. Berichtes Nr. 41

6)Fur Kettenvorzejohen erhdlt man be1 Uebertragungssymmetrle
die bekannte Be21ehung det A = +1. ,

=
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" Abb. 3 Abzweigschaltung
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Die Vlerpol Leltwertmatrlx ergibt 31ch daraus. nach der allge~.
meinen ‘Formel (4):

o -1y : o (<652 ) .
=Y. 1 Y - — - - :
17+12%22 21 o G +G e G2+G3+G4 2, 774 ,
| 4775/ 4 ? . 5
. ‘ ' 2 . > ‘ .
~GpG,/(Go+Gz+G, ) G4+G5 G4/(G2+G3+G4)
'i " G1G2+G1G3+G1G4+G2 3+G2G4 v' L ~GoGy e |
TN gl e PGBt 6B aTeye,

Da es‘sich hier aber um einen Vierpol handelt,'wendet’man'
»zweckmass1gerwelse gleich die Formel (18) an. Zu diesem Zweck
hat man. die Unterdetermlnanten von Y zu berechnen~

det11Y—G2G4+G2G5+G3 4+G3G5+G4G5

det12Y-—G2G4 ¥

det,, Y= G1G2+G1G3+G G4+G2G3+G2G4 _

dety, 12Y—G2+G3+G4 |

det21Y— --G2G4 S _ , B v ;
det Y=G G2G4+G1G2G5+G1G3 4+G1G3G5+G1G4 5+G2G3G +G2G3G5+G2 G5

' -1 -
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_‘Man erhalt 50 unmlttelbar die Vlerpol-Leltwertmatrlx Y wie in-
(23), , At S % L

Mit den gleichén Unterdeterminéntéh-érgeben sich auch die

| ﬁbrigen Matfizen'w,fz,‘ﬂ und P nach (17), (19), (21) und.(22).

2._@rsatz$chaltung eines idéalénJuhbeschaltetenﬂsparﬁbertragefs.,

Als weiteres Beispiel betrachten wir einen Vierpol nach Abb, 4,
‘der dadurch bemerkenswert ist das’s einzelne seiner Leitwerte
negatlv sind., Die Schaltung ist also als (3+1)-P01 81cher nlcht
: rea11s1erbar; er werden Jedoch sehen, dass sie als erdun—

5t  e/u
1 0 .']{}.; 2 []-, % )
me(ed) | | -e R

Abb 4 Schaltung mit negatlven Schaltelementen und 1hre g 4
Reallslerung ' _

symmetrlscher Vlerpol 10/20 durchaus zZu rea11s1eren ist,und Zwar,
",w1e in Abb. 4 angegeben, durchelnen idealen Sparubertrager7)m1t

dem Uebersetzungsverhaltnls 1 KR (i reell), :

Um auf den Vlerpol ZU ‘kommen, . konnte man zunachst versuchen,
filir den Sternpunkt 3 eine Stern—Drelecks~Umwandlung nach (10)‘”
durchzufdhrem. Das scheitert aber daran,.dass dle Summe aller'
von 3 ausgehenden Leltwerten Verschw1ndet* ‘

‘ §: G - (1+u)G/u+G/u =;

’7)E1n Ersatzblld eines unbeschalteten idealen Sparubertragers
wurde vom Verfasser im AEU 7 (1953) 8. 198 = 201 angegeben,
Das Ersatzbild der Abb. 4 geht daraus durch eine Stern~_
Drelecks—Umwandlung hervor@ :

=12 -
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~ Wir gehen daher so vor, dass wir ‘aus der Leltwertmatrlx des
(3+1)-Pols die Vlerpolmatrlzen berechnen. er lesen aus der -
Schaltung nach der Strukturregel der: Leltwertmatrlx ab-‘*

e  0] 0

Y= 0 e/i -6/u)
' =G  —G/u~,'“‘
5.

:Daraus. folgt aber det12 12Y" 0 und det’ Y —;O, so dass nach (17)
und- (18)" der Vlerpol kelne Wlderstandsmatrlx W und keine Leit-
»Wertmatrlx Y hat. Es existiert aber die Kettenmatrlx A und auch
H und T. Wir erhalten némlich nach (19)

| G2/ﬁ2 O\ YA O\ e
2 S - < Sy (24)
o =6f 0 i o

, K.? _

o I
{

also folgende Kéfteﬁgléichungehl(mit’symmetrischen,Vorzeichen):
Ty ,=‘-u'2/u, g =iy (252),(250)

Nach den Pfellrlchtungen der Schaltung ist die Spannung zwischen
1 und 2 : ' ' '

| | “12 = ?1 “'u21'
~ Es 1st daher Uip = Uy + Tuy = u1(1+u) Das bedeutet dass Uy,
durch den Abgriff im Verh&dltnis 1 ¢ Ul getellt wird. Dle Schaltung
kann also durch einen idealen. Sparubertrager rea11s1ert werden,
g V% 1 durch eine streuungslose Spule unendlich hoher Indukt1v1tat
die im Windungszahlverhdltnis 1 : u angezapft ist (Abb. 5)., Mit
der Spannungsbeziehting (25a) 1st dabei auch dle Strombez1ehung
(25b) erfullt, weil (24) die Bedlngung det & = -1 erfiillt. Ist
4 eine negative reelle Zahl, so erhdlt man dle in Abb 2 fir -
1 & (-ib) angegebenen chklungsarten. :

 Bs ist bemerkenswert, dass das Verfahren der Knotenreduktlon"
auch- dann nicht versagt wenn wie hier ‘beim unbeschalteten
Sparubertrager kelne Vlerpol Leltwertmatrlx ex1st1ert.,
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" Abb. 5. Realisierung

des}ideélen Sparﬁbertrégers (i pbsiﬁiv);' 



